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ADDITAMENTA 

A D 

THEORIAM SERIERUM ARITHMETICARUM 
ORDINVM SVPERIOIVVM. 



f I. 

X leraeque jdefbrlelpus iir.itlimetipi^ guaeftienes eam oi caiifaoa habitae funt, 
ut (implicioribus «t expeditiwibus fprinuli6.^r.uni 'fummae ejcprimerentur^ 
quae vero five.4d earum ordioem, five ad jconftructiones (Jiverfas^ five ad alia 
pertinerent, paullo remifliori cura indagata efle videntur. Huius negligea- 
tiae quamvis plures excogitari {)(3iffittt catioae^, duae tam«n poti(7imum 
apud analyftas iine dubio valuerunt: fciUcet plim five formularum nimium 
excurrentium multitudo eos ab illis disquifitionibus deterruit, five nego* 
Aium minori alacritate fusceperunti quod praemia parciora et incertioj^ 
proponeret kboris certi et diiiturnitate taediofi. At noftris temporibua, 
quibus inventorum praeclariflimorum cuiusvis generis ingens multitudo in. 
lucem prolata eft , atque fignorum co^ia fuppetit ejcpeditifiimorum et ad ad- 
eundos ciplorandosque omnes fere Analyfeos receffus aptifiimorum*, incom- 
moda calculorum moles facMius iritatur, minusve jeformidatur, iieque 
omnis labor recte efl%itur, quio ftatim, vix opera prima tentattM, fru- 
ctuum provenientium ubertatem oftejndat, praefqrtim cum illo labore n^- 
tur^ rei longe lateque patentis accuratius cognofcatur. Talis enim rei per- 
icrutatio faepe inexpectatos babet «ventus, femperque fpeni praebet certid- 
rem inventi alicuius novi et utilitate confpicui. His igitur rationibus permoti 
ordinem et difFereotlas novifiimasearum ferierum exploravimuSi quae cx multi- 
plicatione terminorum homologoratn binarum, five plurium fcrierum ari^- 
metlcarum oriuntur^ et huius invefti^ationifi fructupi lectpribus obtulimus. 

# A a $.3. 
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T H E Q R E M A- 

Series arithmetica M ordiiiis (m)" per primos diflFerentiarum fuarum 
terminos 2, a, 6, r • . • . coefHcientium^inomialium ope exprefFa et ita 
dispofita, ut fingula linea horiiontalis iingulum feriei terminum efKciat> 
hanc formam induit: 



Jlf= z 




. +[z+ "Xal 

+[s+j '%,+ »©6]' 

+[z+ »2(a+ '95A+ 'eo 




// ff ■« it 


^ 


n tt n n 
+ [2 + '2(0 + ««©* + ''(I* . . 


• • • Jc^j 


ff // f/ ff 


n 


ff f/ ff ff 

+[»+ "Xfl+ "»*+ "£^ . . 


n 
■ « • jHa • • • • • 



+ [s+«+»2(fl+*+'93*+'»"^'ec . . • .«+»»« . , . .«»+»591^] 
pf 99 ff ff ff ^ ff . t • 

DEMONSTRATIO. 

Primarum difFerentiarum derivatio primam feriem verticalem tollit, fe- 
cundarum fecundam, (k}'*'"™ (k)**™. Namque differentiae coeflicientium bi- 
iiomialium feriei verticalis (k+i)"* ad coefKcientes binomialis feriei verti- 

calis (k)"* redeunt, quippe™+'^* — ""^*=s "^''^ky cumque fint feries ver- 
ticales numero (m+i), non nifi derijfatione differentiarum (m+i)""*™ ulti- 
ina feries ad dextram evanefcit iplarumque differentiarum feries m depre-* 
henduntur, unde fequitur, ut feries ilf Ct ordinis (m)". 

COROLLARIVM», Ex formula ferierum amhmeticarum propofita 
flmul patet^ easdem effe differcntias (m)*** ipfius feriei M et termiuorum 
noviffimae (m+i)"* columnae, feu feriei verticalis, quae terminos continet 

■"ilKw; ""'•"'SK/w; "^'^SWwi; Namque (m/" differentiis derivatis, de 

(m+i)*' columna^ fuperfunt differentiae novifllmae, reliqua omnia cva- 
nuerunt. 

♦ SCHOt.ION !• Adhibitae funt notae Hindekburgianab coeffi- 
cientium binomialium^ iam ita pervulgatae, ut paene (upervacuum arbitratus 
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Cmapponerc ™!2(= -; "25=s — i i; ...."^ss: — i ^ -: r- 

I I. 2 • X. a . * . •Ck— I) 

^ m(m — i).. . . (m— k+i) 

I. 2 k 

SCHOLION II. Alii aliis formulis feries arithmeticas expreffe- 
runt, V. c. Kaestke&us (Aifangfgrunde der Analyfs endlicher Grofsen 
§. 724. pag. 504.). 

f 3. 

E X P L I C A T I O. 

In formula feriei M J. 2. propofita fingulae feries verticales , five colu- 
mnae, fiogulas arithmeticas feries conftituunt; fic prima feriem ordinis (o)^ 
fecunda primi, tertia fecundi ordinis feriem exhibet etc. Praeterea haec 
formula generalis M ad feries arithmeticas quoque eas, quas fingulae colu- 
xnnae exhibent, transferri poteft : 

c.g. *95i=6 nec tamen vice verfa feries arithmetica quae- 

+'iJ36=i-|-'K26 libet unam in columnam formulae Jlf $. 2. fe 

+^© =A+*7(35+*Q5* cogi patitur, quod haec reductio peculiarem 

+'SB=A+'M2i+'5S* quantitatum z^ a^ b, e . . . . rationem re- 

n n n n quirit. 

n ff tf ff 

Ita feries % hunquam ad feriem formae *i8*; ^95^; ^95*; 

+(z+'^fl) ^SJatj . . . redibit, quicunque tribuatur valor 

+(af+*S3a + *S3i) literae x, nifi fit ;!5 = |a = 6=jv id quod fupe- 

,+(a»+'25fl+,'85&) riori ejcemplo patet. 



lllae feries, x]uae ad fingulam columnam formulae M revocari pofiunt, 
feries arithmeticae fmplicesj reliquae vero compoftae vocabunturi huiusque 
&oflrae difiinetionis caufa et utilitas infra patebit. 

§. 4. 

T H E O R E M A. 

Summae terminorum homologorum duarum ferierum arithmeticarum, 
quarum alteri inferioris ordinis (p)^ eft, altera fuperioris (q)^> feriem 
conftituuat arithmeticam ordinis fuperioris (q)^. 

DEMON- 
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DfiMONSTRATIO. 

Vt numerls eertis utamur et calculis parcfttnus, fit e. g. p=as; ^^4; 
erit $. 3. fortna: 

pnoilsreriai: pofterionsi fummaruv termintfnua boBaolojOTUiHs 

^x+^Tia) Ky+'^) K(«+y)+'«(«+«)] 

+(*+»3ra+*«A) +(y+*3(«+«5B.8) +[(*+^)+'a(o+«)+*®:H-/3)3 . . 

, +(*+»3fH-'©6) +(j+'2t«+-'©/3+»S7) +[(*+-i^)+'3(vo+«)+'«.Hi3)+'€7]' ' 

+(x+*3(a+^©6) +(^*««+*»i3~*€7+*©8) +[(x+y)+*3rCa+«+«5J(H-/3)+*€7+*2>a] 

+(»+'3(0+»©*) +(y+:3(«+^iB0+t7+'S)i) +[(x+y>K3((a+«)+^(*+0)+»€7+55>a] 

ff ff /f fr ff ff fl ff ff ff #f f9 ff 

Sufnmae igitur terminorum liomologorum a( formam feriei JU §. i» 
propofitae redeuut et ordinis quarti feriem eflficiunt. Eadem ratiocinia 
cum ad quascunque feries arithmeticas poffint transferri^ patet^ eiempLum 
allatum denaonftrationis ricem fuflinere. 

COROLLARIUM. 

# 

Seriefi fummarum terminorum homologorum cum ferie ordJnis fupe* 
rioris communcs habet differentias noviflimaS) quarum valor in exemplo 
propofito quidem = 9. Fraeterea theorema ad pluresi quam duas, jfenes 
extendi poteft. 

§. 5- 
T H E O R E M A. 

E* y*=P9lx+^^'giAr+P+*gix . . .. feries arithmetica firapler ordims (n)*. 

B= y +(y+«)+.'y+2^).. •. feries arithmetica quaelibet ordinis primi» 
terminis utriusque feriei homologis multiplicatione iunctis, proveniet 

C=r.pgix^P+'3lx(f^2)-H»+»3lx(^^^^ 

eritque C feries arithmetica ordiai« (n+i)^ eiusque diflEer^ntiae no^iffiflMe 
«ruBt 5=3 in+i) Jcz. 

©£M0NSTRATI0. 

Producta C inftrotntur iti ferie verttcali , ad de^tram -adpomtntur dif- 
ferentiae terminoriim ^rimae, Xecundaei tertiaei prodibttAC column^ 

fequeates: , 
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**^Stx(p3z) 



DifF. I»"» 

p+'3(lwi+p+'dlj<^te) 

p+3sn*z+p+«gi;c(y+2a) 

p+4gixz+P+33i«(yt3a) 



Diff. II''»"' 

2p+'S*z+pt'gi.v,yz) 

2P+3gfijea+p+'g^(y+2z) 



Diff. iir'*" 

3''+»g(lA:2+P+'inx(y+a) 



His praemillis, eandem legem et reliquas differentias fervare fingamus) 
enintque difFerentiae (k)"" 

kP*'9Sz+ ^mxy * ^"'''"* fequcntur diiFerentiae (k+i)"" 

kP+*g&z+P+'gfl*(y+z) (k+i)''+'9flArz+ mxy 

kwgilws+p+^gbc^y+^z) (k+ 1 )P+»SR*z + P+'gilr(y+z) 

kP+^gixz+P+^gi^Cy+jz) o^+op+^gixz+p+^gi^cy+azj 



Eadem igttur difrerentiar.um lex obtinet non^modo pro k = r, 3', j,- 
fed etiam pro maioribus literae k valoribus, quippe difFerentiae (k+iy*, 
ft difFerentiis (k)"' derivatae, ab iiia lege non recedunt. E coefficientium 
binomialium vero natura intelligitur, valores literae k qui numerum (n) 
/aperanf, quod coefiicientes hic occurrentes pro maioribus illis valoribus 
evanefcunt, hoc loco- ezcludi ,. maximumque omnium valorum ipfum efTe 
numerum (n), quo introducto nanciscimur difFerentias (n+i)*'" novifHma» 



-n-r 



(n+i)P+'gi*z+ 'Stxy B= (n+i)*z 
(n+OP+^gi*z+'+'gic(y+») ~ (n+0*» 



quae fimul aequalitate fua oflen- 
dunt, feriem productorunt efTe 
ordinis (.n+0". 



thj:orema. 

Terminis homologis (erierum arithmeticarum (implicium ($. 3..)> 
»©?•, "+'@i!»; V^; °+3ep ..... (P 
«^JJ •»+'j?J} «Y^ji ""+3^^ • (Q 



quaium 
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quarum «Itera P eft ordinis («)**, altera Q ordinis (1c)*\, niuItiplicati<mo 
iunctis exoritur °©p»"%-, ^'©jt^^+^irj; °+^©p"+^«5r; "+3@^m+3^y. __ ^ 
feries ordinis (k+sy*, cuius difFerentiae noviffimae erunt zzz^*^Spq — ^^&pq. 

DEMONSTRATIO. 
Secundum $. 5. 
»©!!L; V©^-, °+^.;!i!i.. . ... = «^©«"Jf; V©"+»7(; "+»©»+«7(; , ; . , 

feries eft ordinis (s4-i)^^ culus differentiae noviftimae funt ^ = H'2(« 

Similiter 

"©'"2(— ; °+'©™+l7(^;"+'©'^*7(— ^..=="©"^^ 11if@m4.xg5. «+«©«+325... 
d a^ ft ' * 

eft f^ries ordinis (s+^)** cuius differentiae noviftimae fuiit (s+a^^+^T^iss^*^}. 

Hi-s igttur ratiociniis, quae nobis pro lubitu eontinuare iicet, perveniri 
tandem intelligitur ad feriem, qu&e, fi terminis omnibus adiiciantur facto* 
ve^pq^ propofitam feriem productorum referat» ad ordinem (s+k)^*^ ad* 
fcendat et differentias habeat noviffimas = (s+k).(s+k-i) . . . <s+i) 
= '^^&pq = ^^pg. • ^ ^ ........ J. 

:f • 7- 

T H E O iV E M A- 

Sint P et Q feries atithmeticae quaelibet, altera quidem P ordinis 
(p)**, altera R ordinis (r)*', eaeque ita exprimantiir: 
/> = 'P + »/> + 3/r + 4p , 

J? ,t=: ^i? + »if + 3^ + 4J , 

Series productorura 'P^R-k-^P^^H+^P^R-^^P^R . ^ ea terminorun» 

homologorum multiplicationc provenientium, ordinis erit (p+.r)*^, diffe- 
rentias iiabebit noviffimas = ^'^^^p^ — ^^'fKp^i ubi /? et f noviffimas figni- 
ficant diiFerentias ferierum P, /?• 

DEMONSTRATIO. 

I. Quia Pet^ funt ordiais (p)^ et (r)'', ((BCQndum $.3. eas nobis 
ita cjtprimere licebit : ^ 

'P=x 
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tP+'P=t[* t^^a tP335,. f^/'] 



A^ ^ 



/» •// // 



H 



t*ff=:t[y l'2U] 
t:i?=t[y f^ t®i3T 

a U H 19 



t'+'P=t[x fMa t'93&.. t'?/?] 



'/ 



// 
#/ 



«/ // 
^ • /# 



// 

4/ 



// 
t4 



// // #/ 

// // // 



U 
19 



99 
99 



t9+'/':±t[3ft'''X" tW.. f^P^] 

t'+«i»=t[x1 '+*Kat'«+'95A . . t^ '^P/»] 



«/ 

49 



99 
99 



44 



44 

99 



91 
40 



f+'JP=:t[f/ \ni» fiS/3.. f^f)».. fSJ^] 



9t 



19 49 

99* 9* 



49 
19 
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49 



H 
99 









99 
99 



49 
49 



49 

99 



49 
44 



99 
49 



II. Termims liomologis fertertim P et <J multiplicatione lUDCtis, 
tcrmini geoeyalcs .*»^'P; ^^*P; *«*"»P9 . v . fenci P ducti in refpondentes, 
termtnos generaks ^^^R\ «^*/?; «+^i?; . . . foriei R ha«c gigncnt producta: 

*txpq+.j? = £x+^+»Xa+^+'g36 , . . +'»+»9>;'] • [j+^+'V»+^^*©/3 . . . +^^'9{e] 

«HpqHif = [j^nH2(^4^f»2j3 ^ . ^ +^+^|>/?] . [f;+5^^:JU+*»+'-23^ . . . +^^*!X§3 



v/ 


41 


99 


99 


99 


99 


99 


^ 


99 


^ 


M 


94 


49 


44 


49 


99 


49 


49 



Multiplicatione, jquac hic indicatur, revera pcrarta, tcrminis primi 
producti iii linea horiTontali dispofitis, ct terminis reiiquorum producto- 
rum rite ftibiectis, prodibunt columnac numero (l+p) (x+r), quae fingu- 
lae iingulas cfficiuat feries arithmeticas ordinura diverforum, fumml vero 
ordinisferies efit columna ex terminis factorum noviffimis conflata, cuius ter- 
xnini fpatio parccndi cauAiin iiaeahori7.ontaIi po{]ti>.funtfequentiaproducta: 

^9>P*^C; <i+*^j5^^^JKg; ^+^f^/^^i+^SXg; ^^^P/y^+^SJf;, 

^iiae feriem arithmeticam ordiiiis (p+r)" efHcLunC 

III. Secundura J. 4'. CoroHariutn feries productorum * 

^P^R; ^P^R; 'P'R; ^P^^R; ........ 

•t feries modo propofita 

^fJp^fKg; «+^f>p^+'iXej ^**9>/?»^*9Je;f+^g>P*^»SKf; ..... 

^* B quac 
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ra • 

quac cohftat terminU ultimae columnae, easJem habent novifl^as diflFercnK 
tias, quarum vnlor f. 6. invenitur s= *i+^g sbb ^^'*Xpf/ 

COROLLARIUM. 

Kx propofitis fequitur^- ut> fi per multiplicationem termini homolagi 
plurium ferierum inngantur, ea re cxoriantur fertes productorum , quarum 
et ordo et noviQimarum di0erentiarum valor facillime polTunt indic&rlH 
Sint e. g. feries: 

'PrP;'P; ^P; 'P;,....'] 

'Q>- 'Q; 'Q/ ^Pr 'Q;. ... [ . -^ordinis p^ qS f\ s'' . . . 

'£; *Ii; ^li; ^P; ^H;.... ^ et noviffimas dilferentias^.habcant^ 



S;, , S; S; tS; S; • • • 






// 
// 



/1 

// 



// 
// 



■i 



Pi ?. 



A> S 



tum feries horiiontates r 

I. 'P 'Q; "^ "Q; ^P ^Q; ^P "Q; 'P^q .. ^ . 
»/>'Q'je; 'P^CCR,- SP^Q^R; ^P^Q^Rj ^P^qR; . 
V'Q'ie'5; ^/'^Q^ie^J; 3/>3Q?5i5; ^F*Q*R!^S^^P^Q:R^Si 



// 
/# 



/r 

iir 



//^ 



10 



// 
// 



enintordinis (p+qy* 

(p+q+r)^* 
(p+q+i:+sr 



u 
fi 






J 



noviffimasdifFerenfriasJ ^+^+^9i ^^+^Oi-p^* 

habebunt 1 ^tq+r+^@P+q|rgjHq£lP9ii5 



i 



// 



// 
// 



// 



pofitoquc ^P = "Q = ""if ; feries horixontales : 



'PV ^PV '/^v vv . • 



1 



// 



M 
// 



// 
// 



// 
// 



jp». zps. ^p^; ^P»; . . 



erunt 
ordinis 



(gp^^^differeBtifts 
,, zioviirimas • 
// h^b(^bunt 



ipg) »P5)p? 



// 
// 



// 
// 



! «p|j(«^)pg>. ,!pg[j«p5)p* 



EXEMPLUM I. Series j, 8, 12, 19, 31, ya, 78> 117 • • • • 

cft ordinis tertii eiusque noviflimae differentiae funt = d 

ct ferics i, j, 12, 22, 35, 51, 70, 93 . . • .^ 
cft ordinis fecundi ei^isquc differenCiae novifllmae funt = 3. Hinc fequi- 
tur ^x corollarii formulis, ut ferie» productorum : 



'•y* 
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i-5> f-8, 13. rt, J5.ig, ?5'»5» 5^-50, 7o-.7?i oa.ii? : ; ;. 
5, 40, 144, 4ig, 1085, 3550, 5460, 10764 . . . ♦ 
£t ordinis <]uinti ef difFereotias habeat noviflimae ^-^^^ 3* 3. cr 6o» iafor* 
muUs enim Corollarii 1"*** valores literarum p, q, Cl, i», {^. 

hr*L funt 3^ a, ^^ a, 3. 

EXEMPLUM II, Series 3, 8, 14, 33, 37, 58, 8&> xa9> i83«>* 
e/f tertii ordinis et diflFerentia^ novidimas habet = a. 

Series 4, 6, 9, 13, 18, 24» ?!> 39> 4S.». 
ell fecundi ordinis et difFerentras noviffimas habet = i. 

Series 3, 7, 11, 15, 19, 23, «7, 31, 35--'. 
e(! ordrnis primi et drfFerentias habet omnes s 4* Ita^ue ex exempli L 
rationibus feries productorum; 

3.4.3>8.6.7,i4'9.",«3.i3.i5,37.i8.i9,58-24-23,88 31.27,129.59.31 J8j^8.3f . ^^ 
k.e. 3^» 33«> 138^5, 4485. 1^54» ^^016,7^656, iS596ii 30744^ •• • 
eft ordiiris (3+3+iy*=:6^*etdifFerentiasnoviflimas habet 3+H*2P+'tS3. 1.4=6.10,8 
=48o> llterftr um enim in formuUs I"^^^Corollarii adh ibit«r um p, q, r, 9i, £1, ^» (^> a 

h. L funt valores % 2, i,%i5} 3, i, 4 

EXEMFLUM II L Scrics 1*, 5% 15«, 35», 70», 126% 
aio*, 330*, 495*, 715*, looi* .... eft ordinis octavi et difterentias no- 

viflimash* e. octavas habet = "•^3)i* = j^Ti = 7o> in formulis fciUcet 
CoroUarii !!*• valores literafum p, 5^, p. 
h. 1. funt 4, t>, I. 

EXEMPLUM IV. Serics i"', j"», 3», 4"*, 5", . • . . cft ordi- 
nis (m)*' et difFerentiarum valor communis eft m> (m-r). ... 3. 3, nam in 
formulis II** CcroUarii valorcs literarum p, 5), p, a. * 

h. L funt ji> ^> x> m. 

EXEMPLUM V. 



(i\ 3% 3*, 4* . • . /3 difFerentias fi.2 

s i\ ^S 3\ V • • • funt ordtnis<3 noviffimas <i.a.3 
(i^ ^^ 3*> 4^ . .- (5 habent 11-2,3. 



Serics 

,3.4.5 

idcoque feries i'*, 2", 3^ 4^ ^*" cft ordinis (2+3+5)"** = »^°'* 

c€ difFerenti^ habet noviffinias HWg af3g (1.2.) (1.2.3.) (1.2.3,4.5.) 

10.9.8.7.6 5,4.3 /N/v/ % ^^ rj 

=" TXs^iirriXi -O^^-C^-^-S^.CiS-S^-jO^ io.9.8.7.6.5'43-a* fecundum 

formu' 
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formulas Corollarii P^* pofitis pro p, q, r, £l, 31» p, p, j^ 

valoribus 2, 3, 5,.^(Ei €> i.a> 1.3.3,1.2.4.5» 
Idem potuilTet, uti iii Exemplo IIL, reperiri ex formulis II^' CoroUarii* 

SCHOLION. Seriei 1", 2"*, j*'* • . . . ordinem et noviflimas dif- 
ferentias Kaistnervs methodo inveftigavit alia, videaotiir: Atlfangt' 
^rHndt der Analyjis endlichtr Grofsen/^. 191. §. jio. quocum loco conferaa-. 
tur ea, quae p. 31. §. 47* protulLt. 



Maior qutdem «xemplorum numerus, quae Varietate fun forte non dis« 
plicuiffent» adiici , nec non , ut noviiHmarum, fic priorum quuque differenr 
ttarum cognitio inftitui potuiifet, qua (ine dubio nonnulla a materta huius 
libelli non alienA allata forent. Sed utrumque omifimus, et hicAgendiuii 
eiTe pedem duximus, quia haec confcrapta funt» ut fundamento veiuti 
eflent interpolationi ferierum arithmeticarum fequ«uti. Cum fciiicet ante 
aliquot annos fefe nobia obtulifTet occaiio diverfa interpolationum genera di« 
Hgentius explorandi, in res nonnuUas incidimus, quae novitatis faciem ha« 
berent, et earum rationes dum conquirebantur , libelli huius theoremata 
congefta funt. Arctiffimo igitur vinculo haec et pofterior commentatio co* 
haerent, diverfae tamen naturae argumenta gemini libelii complectuntur;; 
ea enim, quae modo protulimu8« univerfae thjeoriae arithmeticarum ferie« 
rura particulam exiguam efliciunt et alioquin varium ufum praeftitura efTe 
videntur, quae vero in fequenti libelio continentiu'» maximam partem unicc 
ad interpolationem tendunt 
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METHODVS NOVA 

SERIES ARITHMETIGAS 

INTERPOLANDI. 
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METHODUS NOVA 
SERIES ARITHMETICAS INTEiVPOLANDI^ 



f. «. 

J^eminem dubltare arbitra»Hir, <]uin ^ raeftet, plures nafle vlas, ad^undem 
finem quae perducant, quam aliarum nefcium, in eadem femper exerceri« 
Quaelibet «nira e div>eriis negotii '^xpediendi rationibus conomoda praebet 
peculiaria, quae a reliquis fruftra expectetitur, et (ive hanc, {ive illam pro 
rei peragendae hatura praeferri iubeartt. Itaque tion nuilittsirtilitatis vide- 
turoftebdere, duplici modo feries arijthiTieticaa Ciiiuslibet ordinis poiTe in- 
terpolari, praefertim quod iioc negotio faepidime iroplicamur, quando ad 
tabulas conftruendas in folutioiiibus problematum indirectis confugiendum 
eft« Altera quidem harum methodorum omnibus nata per indices termi- 
jiorum fractos peragitur, (v, E^leri InJlHuft, CdU. diff. cap. 17.) alterant 
vero a ncxnine traditam reperimu«. Hactenus fcilicet, cum arithmetica feries 
erat interpolanda, eius terminis t«rmini aiiquot novi interiiciebantur, ita 
quidem comparati, ut termini dati oum interpafitis feriem efEcerent, qua- 
cunque iege procedentem; caeterum et iegis huius et ipfius feriei inter- 
polatae natura nifi interpolatores latuit, illicerte, quos adivimus, de hac 
re nihiJ comnueroorarunt. Ejc ^dkamntis ,noikx\% ad theoriam firierum aritb* 
fMticarum facile oftendi poteft, terminos ferierum arithmeticarum pariter 
feriesconftituercarlthmeticas., tinde colligitur, feriem arithmeticarum in- 
terpolare idem effe, ac fiogere., feriem datam conftare terminisaequldiftaii- 
tibus altc^rius feriei arithmeticae, liuiusque terminos interiacentes rcftituere^, 
«t haec quidem eft altera interpolandarum ferierum arithmeticarum metho« , 
dus>^ quam nevam arbiti^ati tiic proponemus« 
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f. 2. 

T H E O R E M AV 

Eft fumma terminorum : 

ubi n et m fuAt numeri intcgri pofitiri et n > m. 

• DEMONStRATIO. 

, Conftat eflfe 

(i+*)""-'|= i--»+'7t» +"•+»93*»— "'+3gx^4.'. . . . +31«"-» . . .; 

et (1+*)" =1 +"?txr+ *©»*+ »D^^+.... +aS»'' 

£x' his feriebus per multiplicattonem fequitur : 



• m 9 



(l+x)°-»-'=l-l'"+'» 
+"« i 



x+t °'+*® 
--•"»"+'^ 
+■« I 



+*»'»+'$5 

+"€ » 



*»+..... ±1 "91 

-m-i 
.n>.« 

+"i8''-*9U 

-01 » 

-m-k 
^•m-i 

—»91'»+'» 

+"S 1 



*»-" 



Alteratn forinatn elusdem potentiae ipfa formttla binominaGs afTert: 
(i+*)°^»a=i+''*'-'^+''-»-'85«»+''-'»-'e*3+ . . , . '^•'33*"? . . 



ct quoniam tn ntraque forma coefficientes iisdem literae x potentiis annexos 
aequales effe oportet, ex pofteriori binomii (i+x)"-'""' erolutione, utriusquc 
terminum (n.m+i)""" cumfequentibus evanefcere, patet et reperitur effe : 

+ 1 »9J 
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^HI 



► =:"-*-'9l=oetetiam ^l^Sl "SK ^=: o> propter reTattenem 

enim noviflimam 



// 
/f 


qg) = ig 

eft -^ = -91 

•^«W = "^3? 

•<»t=:»S 


— '^*+'aR 




+"9)1 "2». 





-m 

// " 

/^ 
// 

—»91"+'^ 

+"S 1 . 

THEOREMA, 

Ternrini primi numero (n+i) feriei cuiuslibet ia ferie verticall in- 
ftrnantur,iis<]ueper multiplicationem iungantur terniini refpondentes feriei 
1 — °3( + "gj+ . .. . +.°g(l = (i — i)" et prodeuntium productorum fum- 
mam exprimat jt r, turo p erit terminus primus difFerentiarum (n )*"*"* 
feriei datae. 

DEMONSTRATIO. 
Ez praefcripto haec producta acoipiraus; 

+ i w 

+"»[» + '7(« +'55)33 



+"«W[a + "lU + «"»/3 . . . . + »a»f»] 



+t 



•ff-fi 



■4:°gR[»+"+'7U+"+w .... +'»+'!mfH-"+'a«^] 



// 
•j 



+1+1 



+ "3fl[z +°2r« + "95/3 +'*5»?f4+°&Jt' -Sv+°9^] 

MultipKcatione rerera peracta, provenientium columnarum (m+i ) * 
hos terminos complectitur : 

C +[+'2» 
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in quibus fuperiora vel inferiora figna valent, intra uncos pro numeri (n'), 
ejttra uacos pro au^neri (m) paritate yel imparitate. Itaque (m+i)'* coIum«* 
ebsdem -terminos continet, qu^rum fummam nfhiio aequari , vidimuui $• ir» 
eamque.ob caufam incolligendis valoribus productorum appofitoruni praete^ 
uhimamcolumnam ad dextram, quae termino conftat tino, omnes evanefcunt, 
et ipfa productorum fumma eft: ± "31 "9l» = ^v, quae firaui primum 
termmmn difFercntiarum (n)^*'^"'" feriei arithmeticae datae ejcprimit. 

T H E O R E M A. 

Tcrmim"*3I; ^™+*^3l; (^^^^3ii . . . . t^^+^^^^SR; .... ferie' aritlime. 
tica-ordinls (n)^' progrediuatur, cuiw difFerentiae novi0imae aeguantk"» 

DEMONSTRATIQ. 

Coefficientes binominales propofiti multiplicentur per r, ^i 3, 4 • ^ .• n 
evolvanturque productai ^uibus eopum RUmeratores conflant, accipiemusi . 

+ (mt2j 

+(mt5) 

99 

99 
* 99 M ^ 

Index (1. 3. 3, 4 • . , . .^. [n-i]). 

€olumna prima ad dcAtram fignorum aequalitatis eft feries arithme^tica 
ordinis (n)*S ct quaelibet pofteriorum ordinis inferioris, itague fummae 
terminorum homologorom.ex omnibus coliimnis ieriem conftituunt, quae 
cum prima columna eundem ordinem (n)'"", easdemque diflFerentias novif- 
fimas = L.ir. 3 ......ix.k" communes habet (v. Additamrdorum ad thtoriam 

firierum ariihmeticxirum ^ §. 4. et §. 7. CoroU. ExempL IIL). Terminis omni- 
bus, ut ad feriem datam perveniamus, per i. ». j.4....i(n-t)n divifis, ma* 

net^quidemKordo ijBriei (ii^^"^ £e4 no.vifiimae dififesentiaeiiuat s: k1« 

COROI.- 



i.3.3..n »"^31= m" 
l.2.3..n<'"+'»5R=(m+i)'' 
1.2.3..ri<'"+'>''afl=(mt2)'* 
j.2.3..n<'"+»»3i=vmt3)" 

// H 


k".— m°* 
— (mti;'" 
— (mta)»-'. 

• —(11113)««' 

■rt 


t(mti)"-' 
;t(mt2,"-» 
t(mt3)"-» 

' r/ 


5'k»^-.. + m» 
+(mti)» 
±(mt2)' 
±(fntj)^ 

Jt 


I.2.3..n<'»V)kSR=(m*r)» 

// // 
^ // 


—(mtr)"" 

'// 
n 


t(mtr)"-* 


±(m+r)' 

J9 
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- COROLLARIUM. 

Pofita msao.> eoefiicieates binonvinales feriei datae ftEeunt in hos^r 

o;^gi; ^^^SBj^^m; '*SR; . . . ' 

quae feries ordinenv priorera (n)^", nec non differentias noyiffimas k'' retj- 
net, at^ue fecundum $.3. difFerentiarunT(s)*""" terminum primum habet; 

^orunr terminonin> fumma pro s > n evanefcit, ^uia di£Ferentias (ny** 
infecuturae nuUae funt, fed pra sssn noviffimarum» difEerentiarunv valo* 
rem exprimit, quem elEe k*^ iu theoremate didicimus. 

SCHOLION, Signis A"; B'; C*r • . . . N'; indicantur clafles iin- 
^Tae combrirationum fimpNciter ex elementis 1 , 2i> 3» • «^ » «X^'* ^) ^^^ 
flatarttni> omifCs repetitionibus^ 



H E O R 



E IH A. 



TerminUs (n+l) huius feriei krdicetur per 
fignum 7(ri+i>, eritr 



Termini^ aequidiftantes cuiuslibet feriei arithmeticae ocdinis Cp)^ 
firiem eiusdem ordinis coniUtuunt.. 

I>ErMONSTRATia. 

^eriem arrtbmeticam P ordinis (p)'^ $. a» Additamefitorum noffrorum 
Tidimus Gc exhiberi pofle^ 

+1%+ '2tol 

if n tf iT n 

Iii his terminis, quo5 per Qdefignavimus, ultima cblumna ad dextram 
efi £bries ordinis CpX^ reli<^uae coluanae funt inferiorum ordinum» uti ex 
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5. 4. Corollario intelligitur, rtaqu^e fcries tpfa Q td eundem ordinem adfcen- 
dit, id quod in AddHamentis §. 4. Corollar. oftendimus. Sed iidem termini Q 
in ferie P aequidiftant, quoniam btnis quibusque terminorum Q in ferie P 
interi^ti funt termini aumero (ki). 

§.6. 

P R O B L E M A. 

Invenire terminos primos difFerentiarum a ferie Q §. 5. propoifta 
oriundarum, quae jconilat ej^ terminis aequidiftanfcibus Xeriei «rithmeticae P 
ordinis (p)*^ * * 

S O L U T I O. 

In difFerentlis a ferie Q derivandis deOgn^ur termiaus primus diffe- 
rentianim (m)'"""* per A"\ invenientur: 

fecundum Q. 3. aequationes > «t reductione fecundum $• 4«. Corollariuim 

fequentes: peracta: 

^A'= ita! + o« + o/3.. + oir] A'=k«+'^i:*©/3+''€Y..+^W 

+A*=: I £2 + 0« + 0/3 .. + o»] A'-k"^— 'TtC *£•/+''©*..+ ''M 

— "K[z+"'2(«+"'«i3..+"5>»] +»g?£'^e7+"'a^.. +'"!>»] 

+'«5[z+"'7U+"'«^ . . +*''^«] 
+A"= i[» + o«...o^.. + oir] +A«-+tm„ »vr t«£. +k«WT 

— »'X[z+"'2te.."'SW^..+"'g>ir] — ^ -~* /*— ^^Jl^"^ ^^ 

+"i»[z+"';K«6 ..*''gW^. . +"'Pir] +»i5[ '"«%/*.. +"1>«] 

±"'g»[5H-"^^..»''<w^..+»"'|)ir] +"i"'^!%..+'"''SP»] 

j+A'ss t [« +o«... + oir+ o»] APsrkPir 
— '-«[z+"'^«. . .+'^0wV''g>7r] 
+™»[z + »''2(« . . . +"'$« +^"1)»] 

^/ «/ </ ' V/ // 



+i'5)[z +•'"«» . .- +p''g)ir+p''9>«] 



f 7. 



Digitized by 



Google 



21 

^. 7. • 

P R O B L E IM A. 

De ferie arithmetica ordinis p*', qual^i exhibet P J/5<praeter termi- 
nxim primum datuseft terminus (ktO'"% (akti)'"*, (skti)'"' . . . (pkti)*"% 
quaerilur integrae reflitutio, interiectis quidem (k-0 termiriis inter bi- 
nos quosque terminos datorum^^ 

S O L V T l' O. 

Problematis folutio generalis valoribus ipfis* quos primi difFerentiarum 
termini AP; A^'; Ap-»;# . . . A^; A-; A^; fecundum $.6, habent, afFer- 

tur^ ex illis enim aequationibus quantitatum «r; «; «;*• . . • 7; /3; «; va* 
lores erui poffunt, iisque repertis, «xpedita adeft ipfius feriei P reftitutio, 
quum primus eius termin^s (tt e numero datorum. Sed quoni^m, ii ad 
ipfam interpolationem feu reftitutionem feriei cuiusdam redeat tandem 
labor, nuUtus funt utilitatis formulae generaliores, fperavimus illis relictis 
non ingratum fore leetoribus quacundam ferierum ordinis certi reftitutio* 
sem tabula parata adiuvare» quae $. fequenti exhibetun 

f 8. 

PROBLEMATIS fi. 7. PROPOSITI VSVS IN INTERPOLANDIS 

SERIEBVS ARITHMETICIS ORDINVM SEPTIMO 

INFERIORVM OSTENDITVR. 

Interpolantur fere arithmeticae feries, quae ordinem fextum non 
transcendunti quia cum ordine feriei interpolandae interpolationis ipdus 
augetur labor, et pofteriorfes difFerentiae^ fi quae adfunt, fine incommodo 
plerumque negligi poflunt, Subftitimus igifeur in ipfis feriebus ordinis fexti 
et tabulam, cuius ope in ferie arithmetica ordinis feptimo inferiori^ ioter 
binos quosque terminos termiiu numero k-- l=?=l, 2, 3, 4, ), 6, facilius 
interiici poftint, computavimus , ne in qualibet interpolatione iidem calculi 
denuo fint repetendi. Tabula ipfa accommodata eft feriei P §• 5« exhibitae et 
aequationibus $. 6. omiftis quidem difFerentiis , quae fextas infequuntur» 
Termini fcilicet primi difFerentiarum 1^"»", 2^"™, 3^"% 4'"^ 5"»", 6^"™, fignis 
A*, A^> ^^, dk\ A^, A^ eorumque valores fequeatibus exprimuntur aequa* 
tionibus : 

pro 
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A^= • 

A3= . 

A^= - 

A^= . 



pro k=a 

t i/3 
4^ + 47+ I». 

• ^i6Jt32fit24^ 

f. . . 3z«t8o| 

• 64^ 



prok = 3 
A'=3*#t 3/3^t'i7 
A^s . 9,3ti87+«53^t 6rt l^ 
A% . . a77t8i8tio8et gi^ 
A^= . . . 8i*t324«t504? 
A^= .. ► ^ .^ 343«ti2i5^ 

^^= - . - ' - - 729I 



pro k- 4 

A"=4«t 6/3+ 47+ 1* 
A^= , i6/3t487t 68»+ 56ft ai^ 
6?= . . 64yf288Jt 604«^ 410^ 
A^= . . ^ 25 6jt 15 360+4480^ 
A5= .V . • .• I024et768o| 
h?=z . . .. . . 6096^ 



prok=r5 
A'=5«tio/J+ 107 1 58 t 'i« 
A^= . 25/3^1007^2008 t 25.0» t 210^ 

A3= . r 1257^7508 +225or t 4375^ 
^^:= . . . 6258 t^oooe taoooc^ 

A*= . ^ *► .. 3125? +31250^ 

A^= . r . . ,- I5.625I 



prak = 6 
A'c6ati5/3t 207 1 i^it 6«+ ii 
A*= . a<5/3ti8o^t 4658+ 78of t 922< 
A3= .. , 2r6f ti62o8t62ior ti5795< 
A^= .. ^ . 12968+129609 t6588o2 

A^= ^ . . .- 7776« +97300^ 

A^= . .- . . 466 s6j 



pro k=7 
A'=7<it2i/3t 357+ 358+ 



sirt 



A*=" 

A3=: 

A^= 

A-^= 

A^= 



7^ 



49/^3947+ 93i8t 19609+ 2:989^ 

3437+30878+144069+ 45276^ 

. 24018^2881*^^177674^ 

. 168079^252105^ 

. 117649^ 



EXEMPLVM i. Interiiciendi fint termini terni binis qnibusque 
feriei i% 2*, 3*, 4*, 5* .... In hoc exemplo nujnerus terminorum inter- 
iiciendorum eft k- 1 = 3, feriei interpolandae ordo fecuudus^ et A'=3, A'=2^ 
ergo k=4 et 7, 8, 9, ^=0, unde fequitur;^ 

A'=r4(ji+6/3=5 
A*=r 6/3=2 

quibus ex aequatienibus 
reperitur: 

/3=f et <«=,^ 

Series itaque propofita 
poft interpolationem 
hanc accipit formam: 



EXEM' 



t 


%.e. 


«=:» 


+ (l + lTf) 


reductione 


l^ 


+ (i+2t*+ li) 


facU^ 


u 


+(t+3T*+ 3f) 




n 


+<i+4tl+ 6i) 




« = 4 


+(l + fT# + IGi) 




li 


+(i + 6Tl+i5i) 




'?* 


+(i+7.*+ai*) 




'H 


+ (» + 8il+28i) 


fc 


'H=^9 


+(i+9T#+35i> 

# * M 




,'11 
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E X E M P L V M I L Interdam primus terlei intcrpoIandiKe' tirmtnu$^ 



eft (o), V. c. in feric o, i\ 3% 3% 4* 
ftituuntur, tribus iterum terminis interiectis: 



Tum hoc ordine calculi in*- 



Termini feriei inter 
- polandae funt : 

= o 

1 3 o + r. r 

4 = 0+2.I + P.3 

930+3«^ + }. a 



ct ipfa ferics poft interpolai^ 
tioncm peractam: ^ 

o ii. c. a =5= ■? 

+0+IT* 

+ 0+2t*+ if 

+o+3t*+ 3* 
+o+4Tj-t;^6^f; 
+o + 5T*+iof 

M ti ii f* 

EXEMPLVM IIIJ Series ordinis tcrtii 3, 4, 9^ ao, 39> ^^ l<^9- 
intcriectis-terminis quaternis, fit interpfflanda. In "hoc cxcmplo eft; 

kay, A' = a, ^^=4, A^: 



itaquc 

A-»=I A"=*6i33:2 

A* = a /3=i 

7, > ^. , =: o A?=: 4«+6i3=l, 
k=4 4«+*=i 

« »xf 

# 



Tf 
T#^ 



itaqucr 

a5^+ioo7=A»=:4 
5:ii+io/34T07ssA's=a 

•t ferics iaterpolata : y 



3. — iTfrf 

3 — 2t4t+ iTlf 

3 — 3tIt+ 3Tif+-iTfr 
3 — 4 tIt + *^tJ? + 4 tIt . 

3 — iTlT + IOT^f J^IOtIt 



a I, et J, «, ^.. . =: o; 

ct: 7=TiT 

i3=T4t 

7«=flT 

ubi termrnorum 
denoraitiator 
comrauniscftii^, 
numeratorcs vc- 
ro funt;. 



J7? 
37» 

381 

404 
443 

500 






f . ^ 



Ad commoda interpolatioms noftrae faoc inprimi^ refcrendum* efl:, quod,. 
fimulac reperti funt valores literarum «,/37. .» ordine quidem inverfo, reliqua 
omnia numerorum figuratorum opc-pMaguAtur, id qudd alitei fcfe in intcrr 
polatione vulgari habet. Nec tamcn alterutram methodorum aut ubique ad^ 
Idbendam, aut omnino cjccludenidam, &d ex ipfo negotio peragendo diiudi- 
candum efle, contendimus> qua potius utamur. Nempc in vulgari intcrpola» 
tione ferierum arithmeticarum impiicamur evolutionc coefiicientium bino* 
inialium a potentiis fraetis oriundarum» noftra vero elimin^tionem incognt- 
tarum «, /?, 7^ }... adducit» quorum laborum ille cum numero tcrminorunt 
computaudorum> hic cum, ordioe Deriei.interpolaadac crcfcit» Itaque cox»- 

fuUios 
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£u\dns forfftan Videtitur, fi pauci tertninortim ferlei interpolat«e*quaeran- 
tur, veterem, fin autem maior eorum numerus, vel omnes exhibendi fintt 
noftram methodum fequi. Ne vero quidquam deiideretur et in promptu fit 
utrittsque methodi comparatio, duplici interpolatione binis quibusque ter^ 
minis iisvm t^rtii prdinis 5, 50, 320, 106;, 2536... terminos quateraos 
' l(Pteriiciemu8. Hoc in exemplo eft kzz^ ,• A'=:4$ , A^=3 25 , ^"^=^50: 

Nolira metliodo ex aequationnius $. 8- propolitis': 
I25|f=A'=s250 fequitttr: 7 = 2 



25|J+IOOo»=:4^*=i2a5 



(9=1 

5flfrc/s+ iOr=A*=: 45 ,^ •='♦ 

etakeram feries interpolata f^^am induit: 

5 . • 

Sed utraque feries re- 
ductione facta pume- 
lis iisdem couAati 



5 + 2.3+ 1,2 

5 + 3. >t 3.2+ 1-2 

5 + 4-3+ 6,2 1 4.2 
5t5*3tia2+ia2 
5t6.3ti5.2tlo.2 

It N H tl 



12 
19 
51 

78 



Sef ies igitur intecpolatio- 
i^^ulgari pejracta hanc 
. f aciem accipit : 

5tt«45.+Ii5«.S+fe^5<> 

5+rM45tp35225^r^250 

5t|?l45t|«225+t€25b 
5 + V3l45+|««25lIg250 
5+ra45 + l«225+I€25o 
5 + *ji45+^S5M5+^625o 
41 \ n ii // 

Vbi plures t«rmini feriei interpolatM defiderantur, noftrtm interpola- 
nem vulgari pauUo ante praetuiimusi nihilo tamen minus fieri poteft, ut 
five auxilium tabulae noftrae $.8« propoiitae detrectetur»' five eiuslimitee 
ipfos feries data vel ordine fuo, vel numero terminorum tnteriiciendorum 
transgrediatur. Quofacto, de prioribus terminis totidem computentur more 
confueto, quot ad literarum ^^,7, },#••• valores inveniendos fufticiant, 
et pofteriores terntini noftra interpoli^tione non fine all(]uo calculorum com- 
pendio poterunt proferri, fic enim et fractionum moleftiae per numeros figu* 
ratos ,' pt ubularum paratarum anguftiae per liiferarum a» j3, 7» 2 • « « • ^ 
valores directe repertos vitantun * 
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FVNCTIONES 
LOGARITHMICAE ET TRIGONOMETRICAE 

IN SERIES INFINITAS SOLVTAE. 



Digitized bv 



Google 



Digitized by 



Google 



^ -F V N C T I O N E S 

logarithmicae et trigonometricae 

IN SERIES INFINITAS SOLVTAE. 



|?uacidones Idgarithmicas et trigonometricas in fieries infiuitas ita folvit 
L.£vL£Rvs *) {y. IntroduUio in Analijjin infinitorum^ Lib.I. Cap. VILet VIIL) 
ut miremur quidem et artem et acumen Analyftaey nihilo tamen minus 
tacito optemus pectore et illis artificiis carer« et ad easdem feries facilius 
deduci pofTe. Aliquo certe maleiliae et incommodi fenfu afFectus fum, 
quotiescunque illam functionum logarithmicarum et trigonometricarum 
in feries folutionem denuo perluftrarem, mihique fuit perfuafum aliam ad 
eas viam ^^cere minus tortuofam, fed ignotam adhuc et ab illa trita remotio- 
rem. Neque fpes me £efellit« Qualem enim mihi ipfe aperire voluiflemj 
talera Lj^croix **) ingreflfum effe deprehendi in introductione operis prae- 
fiantiflimi: Traiti du CaUul differentiet et integral^ quod prodiit duobus tomis 
Lutetiae Parifiorum -annis 1797 et 1798» quibus tertium volumen: Traite 
des differences et des feries^ anno igoo adiecit. Is^ dum alii ad illas feries 
per functiones unius variabilis tendunt, duabus variabilibus introductis, 
coeflRcientium nodos five minus conftringit, five feiicius folvit^ et rem alias 
arduam et difficilem deducit in planum nulloque paene'labore expedit« Me« 
thodum hanc, quam ab ni|lIo fcriptorumGermanorum fn illis feriebus eruen* 
dis adhibitam «ffe recordareraur, delectati eius et facilitate et utilitate, 
>^^ l> 2 in- 

*) LiAGRATioiTS, (Tbeorte ies fonctions analytiques^ faris an V. (1792.) g. 23u 
et 25.) Halleivm Britannuin coniicit primum hacmcthodo iifum eife, eam- 
oue admittit quidcm, fed ei non favet. 

**) CouferaxUur ea, quae II. cc. piotulit Lagravgivs* 
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.infignibu? aliquot eyoIutiomin% e2empfis> iUuftFatam Tioc in libello pr(v 
ponere non dubitavimus^ fed ita». ne, Gallicum ^uamvi& analyftam fequi^* 
remur ^ operae tamen noftrae veftigia deelfent.. 

T H E O R E M A. 

Functione bifariam evoluta^ ita quidem, ut evolutionum termint ad 
eiusdem variabiiis potentras digerantUF, eadem variabilis potentia in utra- 
que evoTutione annexa erit coefticientibus aequahbus. Sint exempli gratia 
jP et Q functionea variabilis z et 

et P= Q, tum erit fw=rf6. 

D E M O N S T K A T I O. 
Deducatur pofferior feries Q de priori P, erit: 

et five finguium quemque terminum fferiei c=: P- Q evanefcere, five plu- 
res mutuo fefe deftruere aportebit» Finganrus, non fingulumterminunt^ 
fed pruriuOT evanefcere fummam, tum orietur aequatia intervariabilem 
eiusque coefficientes. Fac enim efle (m-jDc)z"^-^>*+(jT-ir)2"+^'>*=:o, adeft^ 
aequatio (/»-jtfc) + (p-ir)^^?'"'*^ o, quae valorum litterae z diverfitatem ad 
numerum (p-m)d reftringit, fed innumerabiles valores ei tribui non pati- 
tur, qui tamen, quod littera variabilem quantitatem notat, admittuntur» 
Haec arguraenta ad quotUbet numerum terminorum feriei P-Q transferri 
poftunt» eoque femper redeunt, ut quantitas » non poflit eflfa variabilis,. 
.Iiifi fingiulus quisque terminus evanefcat. 

COROLLARIUNL 
" Sint R et S functiane& variabiHum duarum u et x atque 
Il^a+'bx'+'cx'..'\''mx'^K.'\''tx'^\.etS=oiV(ix'+'yx^.A'iAX^^ 

hu^.i^mu^xF^K.+Hu':^'^.. i^yu^.+^imx^^^.+hu^x^K. 

»» n it 9*' 

+*"oti*™-' . . +»"/u"-':x;«^». ., ""fe*"^». .+"^t»""-'** «^. . 

ir » 

10 » 



et 
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tt R=S^ tum *"/ = "^T erit* In ieriebu& fcilicet R et S termioi eiusdcm[ 
lineae horixontalis eandem variabilis u potentiam habent> (exceptis quidem 
a et ») eamque ob cauiam feries fecundum potentias variabilis u dispoGtae 
funt atque hinc fequitur (m)**"*"* linearum horixontaiium aequalitas : 
+» " * +1 

"intt^-^-h^m.tt'^'^ . . +™/i*"- V-^M-. . • = ""ftw^^^+^f* u^^x. . . +"'tw"'*'j«»^+ . . . 

et, fublata potentia i*"*"', 

+r tr 

""w + '"mx . . . + "^tx^ , . . == «^ ^. ^fix . . . +"t:c""*^. . .. 
ubi fecundum theorema eft ^iz=z^r^ 

T H E O R E M A. 

Eit p" s= I + — + H + X 

■^ I i.a» 1.2.3. i.a,a..ii 

DEMONSTRATia 

nbi A, BtC....N fuiff invariabiles, pariter erit; 

II. p^^A+Bu+Cu^ + Du^ fiV»»-' 

III. p^^^^^^A+BspMf^Qx^uy+Dixfuf . . . ■\-N{x\uy. . . . 

Ex multipKcatione feriei primae —p* per feriem fecutidam —p^ oritur 
piodttctttm =:py , qaod alterum feriei tertiae jp"*" valorem exhibet: 

IV. pV' ^^^A-VABx + ACx^ + ADx^ ... + /f i\r *•-■.. . 

BAu + BBux+BCux" ... + BNux^f 
+ CAu^ + CBux^...+ CAr»*«»-* 
i-DAuK..+D'Ntt^»^ 

/#• 

. . -m+r 

+A/i\r»»'V'* 

# ft 

+ NAu'^* 
* Termiois vero tertiae fcriei =r;7*** fecundum theorema binomiale evolu- 

ti», provenit: 

* ^ V. f »+" 
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V. jp^^fs^-^^+^ 



« + c 


X* + D 


x' . .; 


..N 


*•« . 


u 


2UX 


30*» 




■•'^uje^» 




B» 


3«** 




'"g5»'*»r» 




• 


«? 




»-»€»3*"-* 


i 






// 






•"jS«'»-v 










</ 

«■«91««. 



• • • • 



Priraarum linearum horlxontalium icvolutionis IV. et V. comparatio 
tantum valorem literae x4= i adducit, fed ex comparatione fecundarum, fi 
fcribatur valor repertus x pro ji^ fequitur ($• 2. Cor^U.) 



Bu =2 Su 
BBux zz2Cux 
BCux^:=:3Dux* 
BDux^ = aEux^ 



itaque Bzz B 






2? 



7/ 
// 



Lex igitur, qua coefficientes procc- 
dunt, demonftrata eft, hac tamen 
conditione, i||ea, quam feriei 

f-A^Bx^-Cx^^Do^ . . .+Nx'^... 

trituimtis, fotma ad re$ inter fe pu- 

gnantes non deducat, eamque ob cau- 

fam comparatio coefficientium pro- 

QB-i ducti £#"*•' x^ inftituenda eft^ ii 



1.2.J.4 



BNux^^:^'^''iiNux'''^ ^^=___ quodxoefficientemhabet 

itt feriei IV*^^ columna {n)^* 



'^•J/U Bn^^ B^ 



Jgn-i 



, i.a...(in-i) 1. 1. ^•..(n-m) 1 .a...(ai-i}. i«2..«(n*m^ 

et in feriei V'*^* columna-^n)'* 



jy»-ign 



^-f 



/Jn-i 



, (n-i).(a-8>...(n'mfi) ^ 

i.2^.(n-m+i)..(n-0 i .- 1 . .- («i-i) '^«.i.;(n-tn).4.a..(m-i) 



quorum coefficientium aequalitate patet, formam feriei =p^ adoptatam 
nihil involv^re, quod abfonum (it. 

SCHOLION. De Jitera B, quae omnes coefficientium CfD,E.. N.. 
valores ingreditur, infra ($. jT*) videbimus. 
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f '4. 
T H E O R E M A. 

Eft log.'(ifz) =» « [z— |ss»+ 123— Js^+.f »*— ?a*+. .. ± i «"..;. ] 

DEMON«TRATIO. 
Sit log. (it») = «» + /3«' + 7»3 + J»» . . . , »a» . . . > 

erit, pofito s=;r, etdeinde3 = ~, 

itx 

log. (itx) s=s «X + /?*» + 7*3 + jx*.r.+ »*■+»..; 

Hinc denominatoribus per theorema binomiale evolutis, feqnitur; 

I.log.(it^>+log:,(lf^^)s= «X + /3;^ + y:c3 + >;c^ ... +/j«;»+'. .: 

+ «» — ««:r + «ttx* — «wx^ . • ^la^^Slux"..: 
+ i3tf' - /33tt'jc +/33ttV . , •+ iS^sW^f"-^ . . 

+ Ja^ ..-q:3"gl***^^.. 
// 

// • 

+ p"gStt"+^-. 

Sed quia e/f 

Log. (i+jc) + Log. (1+ JL ) = Log. (i+jr) . (i +-^) = Log. {\\x\u), evolutio P 

linrul logarithmi numeri {\\x\u) valorem exhibet, alterum vero eiusdem 
logarithmi deprehendirau», pofitoz = xtM» «t potentiis binomii (A;ttt) 
cvolutis, fcilicet: 

n. log. 
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II, Log. (it«t«)=«j* + fi 



jf^ + ^y 


*3 + 3 


*♦.. . 


+» 


*'+• .-, , . 


2UX 


}«*» 


^UX^ 




■'+'Kmx" 




3«'« 


6iiV 




"+'©«*J»*« 




1,3 


4tt3*« 




"fguJje"'» 


> 




»* 




••+'J)«4;CIH 


• ] 






« 






« 


. 




w 










+• 



Linea liorixontalis in titraquc «volutlowe Logarithmi ntimeri (i+*+ii) 
•eadem eft, eamque ob re« termiTii fecundae lineae comparMdi funt, ex qui* 
bus fecundum §. a. Corollaiium fequitur: 

uu zz «i^«t«=:« His valoribus coefEcientium repcrtis, ite- 

ajS^iX = ~«MX /3 = — i« Tum inquircndum cft, num in forma feriei 

•37«.v^ - +««x» ^ = + 1* log.<i+2) = «2+02H7»Hi»' 

\„ . ,, ^, tributa quidquam abfurdi lateat, nec ne. 

. xVttAr"-^ + tt " ^-+ * Productum 4<'"x'*-°'^' in priori cvolutionc 



4i 



•m4i 



// 
// 



y/ 

41 



ntl 



cocffidentem habet 



— ^ "^ -m •' 1 . 2 • . (n-m^- 1 ) j^(n-jn+aj .^ (n-mi-j ) . . • ^m- 1 ) J "^ ja 
in pofteriori: 

+V"+'S!K= + «^ (n+i).n.(n-0..(n^mf2) _^ « n.(nM)..< n-m4.>)_^ * "^ 

Supereft, ut onendatury utrumque coefticieiitem {imui cfTc aut pofiti* 
vum, aut negativum pro paritate vel imparitatc numcri n. 

Sit cnim a par, tn impar, crit 
+1 -mfi 

if=:-f — «,ft=:+-« ct (n-mti)nufncruspar,liabcl)itigitttr'*iRfignum+. 

Sit n impar, m impar, -erit \ , 

» = - -lj«,ft=x^ ct (n«mti) numerus imparihabcbit igitur "9^ fignum — 
reliqua. J. 5^ 
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T H E O R E M A. 

In doabas §§. praecedentibus logarithmicarum ferierum 

aon alteram ab altera derivavimus, fcd quamlibet feparatim adduximus. 
Oftendendum igitur eft^qualis neius fit inter^^ftetp in (ingulo quoque loga- 
rithmorum fjrftemate. 

Ponamusjf=rIog.(it2;)=r«[«-{«H|2^-j2^ + f^2^-..] fecundum $. 3. 
crit (ita^^/^^^^i^^^ff-^^+^^^i+Slog.Cifz^+JS^l^l:^ 

= i+^«[a-Ja»+..]+£!fL*.[2-is'+.. .]»+.., 
et terminis ad potentias variabilis z revoeatis, 

«+»=1+5«»-^ a» 



» 



1 .1 

Ex qua aequatione patet, femper effe j?a = l ct Log. «= — Log. B^ 
CQmque iit in fyftemate naturalium logarithmorum «= i, fimul effe fi= 1« 
Reperitur itaque naturalis fyftematis baiis kj poiitis A, i, pro/? et B 

*=i+x+ir»fri:i+-- -^^^tiS agi 828 4-.. 

in fyftemate quocunque vero» cuius baiin exprimit /^, eft 
i=log./;=«log.nat.;7 ideoque g= iog.pat,f 
et quia 5s— , 5=log. nat. p, 
nec non propter p^^si + ^+^^ + ^^^ . . . , 

pofitOX = I- p:.t + iog!L.p+h::^ 

§. 6. _ 

Cum noftri non fuerit confilii in hoc contexendo libello, primariis 
logitrithmicis feriebus adductis, logarithmis ipfis dlutius immorari, per- 
gimus ad eas feries, quibus finus et cofinus per arcus fuos exprimuntur, 
quod earum evolutio difiicultatibus quibusdam pariter laborat, in eisque 
reliqtiae trigonometricae ferieS| veluti in fundamentO) nituntur» 

E f7- 



Digitized by 



Google 



54 



$, 7. 
H E O R E M A. 



Pofito' radio = i , finus et coiinus his feriebus ' ezprimuntar 

4L ^ f ^ft ^«11 



Cof. z 



i.x ' i.t.j.4 l.».j 



A-f* 






D E M O NSTRATIO. 



+n 



I. Ponamus cffe Cof. z = i +Bz^ + Dz^ + Fz^ +...+ Nz''' * •"• 

+n 

crit pro 2=xt«, Cpf.(Arf u)= i+5(xt»)^+D(ytii)*+fi:yt«)^+ . ..+iV(:rtiir • • • 

pro z = x-tt, Coi(x'U) = i+5(j^-«)'+jD(;f.ii)Hl^x-fi)^+ . . . +J\r(x.|i)*'^ . . . 

pro:B=jr, Cof. x =i + Bx* + Dx^ + Fx^ +. • .+ iVx^» .. . 

pro2 = o, Cof. u ssi+Bu^ + Du^ + Fu^ +...+ Nu^"" . . . 
Quod vero Cof. (x+m) + Cof. (x-u) = 2 Cof. ^ Cof. », ex fubftitutionc illarum fe- 
rierum in hac acquatione fequitur 
(i+5(xttt)HD(xttt)H..)+(i+5(*M*)HD(x-tt)H.O^ 

Productum ad dextram figni aequaiitatis factoribus conftat, qui impa- 
rium cxponcntium potentias variabilium x et u exciudunt, eamque ob cau- 
fam ab ipfo producto, ubi evolutum cft, exuiant, et t^rmini, qui, evolutis 
binomiorum Arti*, x-u potentiis ad finiftram fi^ni aequalitatis, impares varia- 
biiium jr, u potcntias continent, ut fefe dcftruant, neccffc eft, ac propterea 
in ipfa ftatim evolutione omitti poffunt. Hinc fequitur, reductione facta: 

n 

i\Bx^+Dx^+F x\.+N\ 



6uW 



l^U^X^ 

i^w^x'' 



^an 



r2vin-» 



"S5« 

// 

+« 



....:ziiBxHDx^ ^ Fx^.^-^Nx^ ... 

BuHBBu^xHBDu^o^. .fBNu^x^^K . 

DunDBu^x'..WNu^x^'^K: 

^Fu\.iFNu^x^^.. 
// 

// 

iiJ»" . . . 

ct 
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et ex comparatione'linearum fecundarum fecundum §. 3. Coroll. inftituta 



4Ji 



sfi 



= 5»' ergo5z=12 



7fF«;*+ =BDu'x* 
frfftfV =zBFu'x^ 



D='2£ 

(4.J)», 



fl^: 






// 



// 
// 

n-ft 



•"SiV»'JC»-*= 2?iV»V"-» 



// 

n 



// 
// 



in(iii-i}.[(fla-2)..9.a} 



Supereft^ ut cognofcamus, 
num poffit adoptata. forma 
feriei 

admitti. Quod vero in evo- 
lutione ad finiftram coeffi* 
ciens producti variabiiium 



iV^"S»=: 



itifiii 



snCsa* 1 ) . • (3n« 211H- 1 ).(xa*a in} . . |,s 
in evolutione ad dextram 



. ^^C^"' » ) » ' (gn- iia*^ » *) 



a»fi« 



^m Cta«2m)..|.a. i,z..afm' 



ilfiV^=: 



amSm 



^n-isBtt-m ^ 



2«fin 



im.(am-i)..|.a (an-sm)..|«a am.(ain-i) . • |.a . (aa-m) •(tn-am-i) . . ).a 
ex horum coeificientium aequalitate, adoptatam formam (ibi coaftar«» 
ideoqtt€ admittendam effe^ liquet, et habemus: 

Cof.2=:i+ i + -+ ^— r. . .+ -. .. 

II. E ferie, quae Cofinum exprimit, excludi vidimus ipfius arcus po- 
tentias imparium exponentium, itaque non, utifupra, exbypotheC» fed 
nunc iure ponitur : 

Co[.Cx'u)zii+B(x'u)^+D{X'uY ... et Co£ (xttt)=i+JB(xf«)'+i3(*tii)^ ... 
et binomiorum pqtentiis evolutis, terminisque , qui fe mutuo toUunti de* 
lctis, hinc provenit : 



CoC(»«)-(Cof.oH»)= -[5a»'5P+Z}|4.ii'x3 + F 



«.i*v+£r 

20M^X^ 

6.u^x 



8.ttV ...+N 
56.«V ' 
56.ttV 

S-u^x 



tng^5jj.an.f 
*n0^7^an-7 
// 

«Bsmf^am-ij^,Mm-H 



// 
// 



«n 



fflu 



i»«-t. 



E i 



lam 
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m-i • • 
. • • • • r 



lam fingamus fin. x s^ «x + 7*3,+ «^ + Jfx^ . . • + y x 
lin, tt,= 4(11 + 7«^ + €1*5 + jjtf'' . • . + F tf 
multiplicatione ambarum ferierum prodibit: 

Sin.x Sim» =ta«Kx4- «ywV + a«i*V + aifiu'x'' ... »¥ »' ;c**^' 

7« iiV + 7f tt^JKT^ +1 7f ttV ... 7 y «3 j^ t»3 



n-j 



«PttV + eyu^x^ ... « ir »5 x*t5 

n-7 

// 
sn-i n-im+i 



Quod vcro Sin.:r Sin.« sss Cof.fc^rY^Con(>fr) jj^ evolutionibus harum fun- 
Gtionum terniinos eadem variabilium producta complectentes fecundum §. ;. 
Coroll. oportet elle aequales, linearum horiiontalium primaram compajra- 
tione invenitur: 

IC0I ux 7z^2Bux itac^uea^: hoc eft fecundum I. a=r^ — 



f.4.j.a.r 
« 7.6.5<4.3.a.« 

'' '/ , »' // „ // 

n-i n n I Jl »*i «n- 



Supereft igitur, nt doceamus, eam, qutm feriebus =:Simx et Sin.tf tri- 

n-z 

buimuff, formam fibiconftare nullosque adducere coefiicientium «,7,f,if..v.. 
valores , qui inter fe pugnent^ In evolutione functionis c^^^C»'»)" CoC(y»»> 
productum variabilium i**"^*«*"^*"+*^coeflScientera habet; 
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— iV^SK^ — *"^ ^ «i.(2n-i>..(«n-2mf2>^ — 2»B* 



2n.(2a*i>*.(ln-2mi2>..5,2 i • z • • . sm*! Un*2m-tiJ«.«3.2;2.2.«UQi-i) 

in evolutioM vero functionis Sin.x Sin. tr: 

■i>ii}-sm4x^ — 2in/Jm jn.m+fBii-m+f_ 2«. P» rrff 

■^ Csin-Oi^«3.2.« (2n-2m:i-i)..^.a.« Cam-i).".j.a.(2«-2mT0..^a n* 

qui ad pnoris coefEcicntis valorem redit , quodfupra ^=:— i reperimus» 
Hinc fequitur: 

L « * * 3.2.« • 5.4.3.2.^^' 7.6.5^.1.2.« (2n-i>.(an-2)..3.«« J , 

five, quodeft — 28:=^ + a\ / 

1 1.2.J • 1.3.3.4.^ 1.2.^.4.5^.7 ~ f.2.3,..(2n-i> — 
ct eandem ob caufam: 

Coi.2=:^i h — + 5 — .». — X.*»»» 

i.t ' 1.2.3.4- '.«.3.4-5.^ ».a.3.4.5»^.7.8 1.2.3... 2n 

III. In utraque ferie quod ubique eosdem (imul habent exponentes 
m tt z nulla comparatione terminorum five coefHcientium relatione litte- 
)fac « valor eruitur, quippe ex aequationibus cum z {Imul tollitur drvi- 
fione. Aliter itaque rem adgrefTus eft Lagrangivs (Theorie des fonctiotu 
anatytiqueSi $. aS), ^uem nuncfequimur» 

£ft Tang z>z^ ergo — -^ > 2 fed etiam Sio. « <Cz, ergo i > -^^ 

Sin.z>«r7si;r^ «t propter (i) i>^r7^ 

Sin.'5<i+;s^)>2^* r^> ^. 

Quod J-. «(i^^) = Aj, ell ~ >i-^»*, ergo propter (i) et (2) 

I T J6 X "pK X T<J , 

3.) Jl*^ > X •. 2* et ut paullo ante inveneramus 4.) — ^ < x 

lam 
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lam ponamus arcui z talem dari valorcm, ut fit ^i^<«, id quod accidit, 

quando 2; < Ll. ^ tum fenes ; -a,^~+ ~ — — + . . coa- 

vcrget *)eamque ob rem terminorum : 1 +... fumma crit 00- 

fitiva, quam indicabiraus per literam P. Quo facfcc, ~— = «6 «. _ +P 

ct tam «— = — — i^ ) /* . 

* '3'^ C q***J^titas cnt pofitiva propter convergcntiam 

quam ii^-^ -«+ ^^ =^ P ) f^"«i 

idcoquc «>-^ et a— —.< J^ , ncc non proptcr (3) et (4) 
(5.) «>i_2;*ct«— «^a;*< 1 undc fequitur (6.) «< 1+—. 

His patct, quum dato quocunque valorc minorefle poflit arcus z^ in- 
aequalitatiis (5) et (6) non femper obtinere poflfe, nifi fit«=:i. Pofita 
•nim «< 1 9 tantillus eSe poteft z^ ut i ..^2^ > «, quod r«pugnat intcqua* 
litati V. I— »*<«. Contra, pofito «J>i, proptcr arcus is parvitatem fieri 

poteft, ut diffcrcntiam a^i noa aequct ^^ , ct fit «•» 1 > IL. 

five tf(>i+l^ , idquodiaaequalitati (6) «<x+!!Li contrarium eft. 
i.a.| * ^ • * j.| 

*) Quotietcunque in ferie huiut formae A^mB f C— D f £»F t . . . • 
L Summae termincrum binorum proxime fefc excipientiumy & incipiai a feeoada 

et tertio, lint negatiyac , c. g. -BtC, -DtE,-.FtC, .... 
n. Summae terminorum binorum proxime fefe excipientium , & incipiai a tertio 
et quarto, fint politivae, c. g. C-D, £«F, G^H, . • . • 
feriem ipfam convergere, LAoaAvoivi contendit I. c, quod boc modo oftendi 
poteft. Sit enim omnium fummarum illarum negatirarum valor ss<-A et pofiti* 
rarum =s t «S, erit feries ipfa A^B t C- D t • • « • «s A^RszA-^B f S , ideoauc 
Asst B->«Sf ergo termiaus fecundui B maior auam fumma «S rcliquorum. lis- 
dem argumentii reperitur, quemque terminum terminorum infequentium 
omnium fummam exeedere q. e. d. Haec vero ^nvcrgCBtiae iadicia ia ferie 
sa S!!^ deprebeadi, palam eft« . 
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THEOREMATIS BINOMIALIS 

DEMONSTRATIO ELEMENTARIS^ 



D 



f. . 



emonftrationem, quam Pascalius et Neutonus theoremati binomialt ad- 
dendam pofteris reiiquerant» plures tentarunt, eaquere demonftrationum 
hxiitts theorematis duo exorta funt geQera, quorum alterum difFerentialium 
requirit opem, alterum demonftrationes eas compiectitur, quas elemen- 
tares vocari placuiti qukppe intra anaiyfeos finitorum terminos fubiiftunt, 
Sed quoniam Ka^stkeriaka demonftratio omnesque*, quae primum con- 
fiituunt ,genus , non fine magno analyfeos totius incommodo admittuntur» 
quippe hoc theoremate ad analyiin infinitorum reiecto, analyfi finitorum 
tiimium eripitur, multaque, quae iuncta effe deberent, direlluntur fedibus- 
que fuis pelitintur, quae d^monftrationis elementaris auxilio analyfi finito* 
rum reddi» locisqu» fuis reponi pofTunt; noftris temporibus plures vide- 
inus elementares proferri demonftrationes , praeftantia vero fua inter fe 
difHmiles. Alii enim fibi ipfis illuferunt analogiis, quae ut ad res novas 
inveniendas plurimum faciunt, fic in demonftrandis Theorematibus iam 
repertis improbifHme faliunt, alii iingula exponentium genera diligenter 
perfequi coacti funt, nec tam6n ad omnes exponentium valores, fi vera fa- 
teamur, demonftrationes fuas protulerunt. Quarum demonftrationum nu- 
mero utrum noftra tddendai aa eximenda fit, non noftri, fed aliorum 
iudicii eft. 

EXPLICATIO. 

Variationes elementorum «^ i3, 7 • • • • ad fummam n compl^ones 
combinatorUs continent omnesi in quarum quaiibet numeri i| ^i ^, • . • 

F 2 ' elemen* 
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eletnentoram literalium loco pofiti faa ipforum fumma tiumerum m 
conftanter aequant» (ic «(«7* '0^/3/3, «7«, /3^/3, /3/3«, y»a, Variatio- 
nes funt elementorum a^ j3, 7 . . • ». ad funimam 5, quod fubftitutis nume- 
ris i| 3, 3 • •• . lite*rarum loco, prodeunt compleziones numericae 

113, 122, 131, 212, 221, 311, 
in quibus fingulis elementorum fumma eft 5« Caeterum complexiones illae 
literales, quod quaelibet tribus literis conflata el\ et praeter adpoiitas nulla 
datur, tertiam Variationum claflfem ad fummam 5 conftituunt et hoc 
iigno ^C notantur, ubi litera obliqua Ctertiam claiTem Variationum» 

(«,/3,7...) 
indez fubiectus elementa, exponens ad laevam adpofilus fummam indicit» 
ad quam complexiones referadtur. 

P R B L E M A. 

Variationum Ciaflemquamlibet ex datis elementis ad fommam defi- 
nitam conftruere. 

S O L V T I O. 

Antequam generalem problematis folutionem fumus daturi,^ Claflen^ 
Variationum quartam ex elementis «, i3, 7, 5 . • . ad fummam 7 adponemus^ 
utfacilius, exemplo praemiflb, generaliores regulae capiantur. 

^D =:«ft«3 (2 ci X y y a » (i i m a m 

(«,i3,7,J*tO ««07 /3«/3/3 yaQa J 

a a yQ (i a y a y fi a m 

a » S a (i a CL 

« /3a 7 /3/3i3 « 

« /3/313 /37«« 
a /3 7 « 
« 7 a /3 
a «viS « 

i) Prima quidem Variationum claflis (!«)*•• ad fummam n reperitur fedi- 
bus omnibus praeter noviflimara ad dextram litera a expletis, novidjma 
vero ea litera , qu^e numero («— .w+i) refpondet. 

x) £roxime fequentes Variationes hac lege reperiuntur, ut non mutatis 
meris , quae priores fedes tenent , in penultima kde fefe excipiant ele» 

menta 
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incnfca «, /3, 7 . • • ex orJine, in ultima rcro otdinc invcrfo,. do- 
nec ultimam fedcm occupct ipik litera cu 

j) Tum in ter^fedc fcu antepenultim^ /3 ponitur loco o^j in penUUima 01^ 
in ultima ealitera, quae nume^o n—m Vefpondet, ct proxime fe- 
quentes complexiones fecuftdum regulam 2 adduntun 

4) Literae y^ J, «*.... pariter in tertium locum migrant, et adduetis 
omnibus Variationibus , quae tantum tribus poflremis ad dextram lite* 
ris inter fe difcrepant, mutatio elementorum ad qu^rtam, quintam reli'' 
quasqucfedes pergit, donec pcrveitiatur' ad eomplexioncm,, quae prv* 
mam refert, fed prdinc litcrarum inverfo, 

Vix moncndum effe putav^mus lectdrcm, in cxemplo Variatiooum> qnod 
his regulis praemifimus, e(fe»s=7, m=4, neque feveram demonftratio^ 
Acm addidimus huic folutioni» res enim loquitur ipfa» 

f 4- 
P R O B L E M A. 

Variationes ad fummam datam ex elementis «, j3, 7 • • . • ita conffruere 
omnes , ut minorum fummarum Variationes cxpedite poflint feiungi vcl . 



cxecari. 



•1 



S O L V T I O. 

Adpoiita Vkriationum ad fummam 4 tabula conftructa 
efl et continuari poteft fecundum regulas fequentes. 

Variationibus ad fummam n cruribus anguli recti infer- 
tis, extra angulum adponatur ad dextram 01, hisque fubfcri- 
bantur eiusdem fummac n Variationes, hac tamen lege, ut 
noviflimo quoque elemento in proxime fequen* converfo, 
ipfae producant Variationes fummae (n-fi), quo.facto 
nulla Variationum ad fummam (»+i) dccrit. 



DfiMONSTRATIO. 

Si quis omflcs Variationes ad fummam dat^m fic pofTc obtincri neget 
et e. g. inter Variationes ad' fummam 8 non deprebendi contcndat, 

707 et 0aafifiy 
ia fimul in Variationibus noftris ^ 

ad 



a 


s 


a 





a 


« 


« /3 


« 


*y 


« 


« a /3 


/30 


» 7 






a 
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ad Aiffliaam 7 adefle Variattonem 7/3/3 et , /3««}3« 



5 

4 
3 

3 



7/3« 

7/3 

7« 

•y 



/3««/3 
/3cy|« 

(imt 

/3« 
/3 



iiegabit^ id quod foret abfurdum. 

E X P L I C A T I O. 

Complexionum conftrucjdo quaelibet, 4]uae five ciaiCs, five fummae, 
five indicis cuiusdam compleziones ita disponit, ut five cladium ,. five fum* 
marutn, five indicutn priorum complexiones rite^ eademqu« lege dispofitas' 
fimul exhibeat, Invotutio vocatur. Sic in $. 4. Involutiouem Variationuaa 
ad fummam 4 propofuimus, €t regulas dedimus, quibus yariationum In- 
volutiones ad furomas quascunque producantur. Invoiutiones autem Varia- 
tioaum ex ekmentis «(, /3, 7, . . • adfummam n, peculiari figno °^ et 

(«,/3,7.. ir) 
fi fingulis Variationibus ad finiftram fiumeri integri primis elementis re* 
fpondentes praefigantur, figno | ^^^ notabuntun 

(«,/3,7..>) 



EXEMPLVM L 

fi\ » i» a 

« /3 a » 
y a a 

/3 /3 « 



EXEMPLVM IL 



"?(: 



« « « 

a/3 

« « 

/3 



/3 
/3 
/3 


r 

] 






I.«l « 


« 


a 


a 


a.^ 


0( 


« 


% 
» 


i.« /3 


flC. 


« 


3.7^ 


« 


» 


1«« « /3 


a 


a./3/3 


a 


'•;j 


a 
a 


1.'« ft « /3 


J./3 0( /3 


1.« i3 /3 


3.7 fi 


i.« a 7 


a./3 ^y 
i.» 


5^ 






f «. 
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f 6. 



T H E O R E M A. 

«uius theorematU ntlo ez ipfo involutionum modo propofitaram adfpecttt 
cogao£citur. 

T H E O R E M A. 

EftLog.nat[t-(«x+i3xH7»3. 03=-Cr^f +f ^+P^j+f 5^* . .+f ^ • -3 

(«, /3, 7, I . . .) 
£ve, Variationibtts ipfis fignorum involutoriorum loco pofitis. 



=s — ; [i.«(— +x.a et 



a./3j * '' 



— + !•« ct et 

a./3 «t 

s.« /3 

3.7 



— + t^aaa 
* 2./3 « « 

i.«/3« 

. 3.7 « 
# i.a» 0- 

a.i3/3 

DEMONSTRATIO. 
-« -« «' . «« 



4 ' 



Conftat effe Log. nat.(i-a) =: _ [i.+L+!L+^+L+...! } (Con- 

feratur commentatio noftra : Funttiotut l(^arithmsau et trigOHamrtritae m feriet 
infinHiufotutae^ §. 4.) et, pofito s = ««+/3x*+7x3+ ...•., potentiae buius 
iofinitinomiifigniscombinatoriisVariationum $. 9. ez{dicatis exp«eflaeerunt: 

« «ss '^ + »>f «» + 3^x3 + *A»* . . . + Mx" ... 
»»= »ilx»+ 3B*3 + ♦fl*'» ^. SBx^ . . . +°+«5*''+' . . . 

»3=1 3C*3+ 4C»4 + «CX* + «CX« . . . +"+W+' ... . 

II rt u u . n 

,»_ «»iH;f"+'»+'^X™+'+'»+'ilfx"+*+'°+3JH*»+3. , . +»+'»-»J|&°+»-'. . . 

(»» /3, 7, J . . . .) 
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quarutn fubftitutlone in ferie = log.nat. (i— -s) deprehendetur: 



Log.n.(j-«)=L.n.[i<«w#/3*». .y^'il'Ax^\'A\x'+ VA 

i^Bl VB 

' 1 »3C 



xi + i*A\ 



4*fl 






(«, /3, 7» J...) 



i»C 

ff 



j.°iyr 



«■..1 



■ Sire , levi ihutatione facta : ; 
Log. n.£f- («rt/3*»t7»3..)] =-[{' -^ f +yj 



VB 



|'C 



.1*1 



J»C 



4 



(«» /3, 7, J...) 



1 








-.4 


/> 




r# 




£.'M 




ft 




9t 









Omnis ergo Theorefflatis demonftratio' tn eo Tertitur, ut ofteodatu^, 
fummam cladium 

n r!f? +!?+!£ . . . +!^. . • +!^] aequalem efle InvolutionL |"^ 

•' (•, 4, 7, «.".f) ' («,/3.7...»') 

CiafTes iUae et haec Involutio Variationttm easdem complexionea litera- 
les continent, diverfas tamen et ordine et coefficientibus fuis^ Vt igi* 
tur aequalitatem CUflium. et Involutionum demonflremus, contefnple* 
mur exempli gratia complexiones iiteraies has, 



««/31 
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tt a l & 


I I 4 3 


a /3 » a 


I 3 I 4 


«/33« 


I 3 4 I 


tt i » (3 


I 4 I 3 


(M a 


14 2« 


ii Ct 9ki 


a I I 4 


«t i » 


3 I 4 I 


i a » 


3 4 I I 


l » a 


4 I I 3 


l a a 


4 I 3 l' 


i a a 


4 3 I I 
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quae referunt permutationes a complexione aaJSi 
oriundas numero ia> quaruni (ingula quaeque 
Variationibus figno ^D indictis inferta coeffi* 

(»i/3>7.-.) 
cientem habet ^. Haec producta , ex complexio' 
nibus illis et communi omnium coefEciente ^. ubi 
coliec^a funt> fummam prodjucunt == 12. f . a»(ii. 
Eaedem Perlfiutationes in Involutione iunctae cer- 
nuntur numeris integris, quae ipfarum primisele- 
mentis refpondent, atque (tc inftructae eandem 
fummam efHciunt =» la. |.^«i33> id quod fe* 
quentia ratiocinia docebunt. Permutationibus 
fcilicet literalibus adiectae numericae refpondent, 
quadruplicem numerorum cotumn^m exhibentes. Harum columnarum 
quaelibet eosdem numeros, fed alio ordine dispodtos continet» id enim Per- 
inutationum pofcit natura; (ingularum igitur columnarum fummas oportet 
tSe aequaleSi cumque (it omnium. numerorum, quibus conftant, fum- 
ma g. 13) oniuscuiusque columnae fumma erit =: ^—' Sed prima columna 
numeros exhibet, qui Permutationibus a producto aafii oriundis praeH- 
gantur in Involutione p^ , itaque iftae Permutationes in Involutione 

(a,/3,7...) 
coefficientibus fuis inftructae pariter ad fummam redeunt = ^^ . a a (3i. 
Eadem argumenta ad Permutationes elementorum cuiu^Iibet complexionis 
transferri pofte patet, eaqqe re conftat» 

*■• \..'lS.y\t...'.) •.■■' («A7.J...) 

f 8. . 
THEOREMA. 

Eft(i-»)"=s I J''7rjc+''q)x»-"Sx^+"©**..±.»9l»".*, ubi"«R ss '«'(''-y«-0..»i.n»i) 

" DliMON- 

* Idetn Theorema paullo aiiter proporniimi.s in Ubello: F/iis bgtritbmorum in tbttria 
Mfua*i«iium, Lip/iae rjft, $. ii. 

G 
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DEMONSTRATIO. 

Secundam $. 4. commentationis noftrae Aipra citatae eft; 

I. «log.'nat.(i-*) = - « r£+£+^+^+,... +!!!».... 1 

L> 3 I 4 n J 

et in §. praecedenti invenimus ^ 

II. log.nat.[,-(*.+/3;r»..)]=--rr^+l^^+i'^+i*^+..4J"^1 

(•» /3» 7, «, « ) 

lam ponamus effe 

log. nat. (i— iv)" = «log.nat. (i^x) ct (i_»)** = r— («A: + /3x*+yx^,.,.j^ 

aequales erunt feries h et II. ez earumque comparatione prodibit 

111. »= r^ = r^ = |3^ c= 1"^ 

(«> ^, 7» «» • ») 

Sed qnoniam $. 6. vidimus efle 

(«'^'••'> («./3, 7» 3,....;) 

cx aequatione III. fequitur, 
pofito 11= T, i»=:i'^=i« 

« = 2, «=j'^=i'> + 3/3 

« = 3, » = i3^ = i'> + i'Jj3 + 37 

// i)f // // /# // 

. = «, • = i°^=i'-J«+i'^»^/3+i'^»^.i.+i'«»>...+i'j7+nir, 

•I 

(«,/3,7,.. v) (a, /3, 7, 3, ... .0 

sec non, communi omnium harum Involutionnm valore u earum loco 
fubftituto: 

fi r= « 

II = 11« + dj3 

fi = 11« + «/3 + 87 

• = 11« + ii/3 + »7 + 4S 

# n ii H 99 

II = «« + fij3 + »7 + 110 . ; • + iiir +(«-i) y 

» = «41 + «j3 + «7 + ttJ ...+»> + iijf + ijy, 

quarum 
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q«rutn aequationum qualibet de praccedente deducta, fequentes prove- 
niunt difFereHtiae: 

« = +« ^+^^X 

• Q=:(«-l)a+2/3 ex quibus, adie- (3=:——^ r: — «gj 
cto valore lite- uru-n ru.a^ 

, c=(«-a)/3+37 rae «. fequitur 7 = + T^- = + "€ 

©=(«-3)7+48 P®'^ fubftitutio- 3 _ _ "•^"•'>-<^"- 0-C "-?) - _ uj)- 

Ergo cft 

(i^Ar^ = I- °7U + ''fSx*— "Ex^ + «JD^. +^32x«+ , 

dum forma feriei i— (ax i (ix^ ^yx^ : . . .) — (i-ar)^ tributa poflit admitti* 
Huius rei inveftigandae caula ponamus, effe (i-5f)"=: i-/ et s:z§^x^\Qx^\r^xf..^ 
erit: 

log. nat (i.x)« = log. nat. (i-x) =: -. ri.+{l+i!+f!+fl . . . .1 , (P 

Sed quoniam eft ettara 

log. nat. (i-^)" = u log. nat. (i-jc) =— u r£+^+^'+i!^+^ 1 , (Q 

utriusque feriei P et Q comparatio docet, eam feriei s formam effe dan-' 
dam, ut, fubftitutiqne feriei «»" t/3x*' t 7:^*^ . • . . in iP facta, exponentes 
ab unitate incipiant et fecundum difterentiam i.procedant, quippe for- 
iftac ferierum*P et Q congruere debent, eamque ob rem exponentes 
a^ bf r, • • • • aequare unitatem. 

SCHOLION. Supereft, ut ratio reddatur de valoruni diverfitate, 
quos exponens u admittit, fed hanc rem, quae pendet ab indole aequa- 
tionis iog. nat. (i— Jc)" — « iog. nat. (i— jv), nec paucis abfolvitur^ ad fe- 
quentes §§• reiicimu$« 

§. 9. ^ 

Si quis forte ratiocinia noftra animo remiJliori perfe<]uatnr et nexum 
transmittat, qui huic cum praecedenti commentatione intercedit, facile ei 
ifi* circulo circumagi-videbimnri quia logarithmis ad demonftrandum thco- 
cema binomiaie uii fumus et plerumque feries logarithmicae ita proferun^ 

G 2 ■ tur. 
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tur, ut demonftratum iam effe theorema binomiale poftulent. Sed in prio- 
ris commentationis §. 4. po{]to.2 = ^Ar, et «=: 1, ad feriem 



log. nat. (i-.^) = - (l+t+^^+t ....') 



deducimur quidem binomialis theorematis ope, ita tamen, ut binomiis nuUi 
nifi integri, tam pofitivi, quam negativi exponentes tribuantur, fracti vero 
non adhibeantur. Itaque ordinem , qub theoremata arctifiimo vinculo iun- 
cta commode fefe excipiaot, hunc efle arbitramur : . 

i) Binomium exponentis integri pofitivi, * 

2) Binomium exponentis integri negativi, 

3) Polynomium exponentis integri pofitivi et negativi, 

4) Logarithmus naturalis binomii (idb^)» 

5) Logarithmus naturalis polynomii i— . (ax + (ix^ + yx^ ••••)» 

6) Binomium exponentis cuiuslibet v, . 

7) Polynomium exponentis eiusdem. 

DemonftrationeS' primi et tertii Theorematis, quippe de eis inter omnes 
conftat, non repetendae videntur» demonftratio quarti iq priori com* 
mentatione contineturv quinti et fexti rationem modo reddidimus, fepti- 
mum nominayimus tantum, ne defideraretur* Sed fecundi Theorematis de- 
monftrationem fumus daturi. 

Ex divifione conftat effe, omiffo quidem refiduo, 

L ii-x)'=^^^iUxUx'UxHixH..tx^..:=:i''nix^^^ 

quae feries, fi per fe ipfam multiplicatur, producit: 



• i| 1 

I 



x^ii 
I 
I 
I 



xHi 
I 
I 
I 

I 



x^..i 

I 
I 
I 

I 
if 

I 






S«rM- 
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Seriebus L et II. muhiplicatione iunctis, provenit: 



5^ 



S 



*t3 

2 
I 



xH4 
3 

2 
1 



xHs 
4 
3 

2 
I 



jr^..(i!+i) 

-(«-2) 
(«-3} 

I 



X • • • 



111. (i-*)-»=i43af+6**+io«5+i 5**. .+<»±!>i<5tL>x"..s: i--»2tx+'<95«*-''€«'+..:L"*SWjt"i:.. 

Ponatur pariter efle: 

= l+''+'^.T+H>^*'+''+3^*3+... + '•+"^*°-... 
et multiplicetur haec feries per 

(i-*)-' = I + I* + lar» + ix' + ix» + ..., 

productutn erit: 



I 



H'^ 
I 






JB"+. 



In hoc proclacto Coefficiens termini fecundi eft: 



I 



*^ = JH-a =s ^»J 
et quia coefficiens quilibet coefficientem priorem integrom iiiTolvit, fecutt* 
dunri reUtionem riotam "^+"£91 = "+'aR reperitur : 



Coefficiens termini tertii ''+'^ 

1 J 

Cjoefficiens termini quarti "4^^ 



+1 
fir 



4 

n +1 



+ 1 



Coeffi* 
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Coefficiens terfflini <[uinti ^^^ 

I 




+« 
H4^ 


+» 

* 


• 

Coefficiens termini («ti) ^*'^ 


' 


+t 


. « H^S, 



+« 



+1 



+ *+'»+^$;c».. 



qtiibirs patet, efTe 

five propter relationem ^+pCI = ^^^5^ ^lt'*^?^» ubi eft q>Pt ,*) 

quae demonftratfto nititur quidem in affumtione» • 

(i-x)^-' = I- *-2U+ -^-iSjc* 

fed quia hanc veram efte vidimus prx> X* :== t et k=:2f ipfam demoa*- 
ftrationem* admitti oportet. 

§. 10. 

Monuimus fupra ia Scholio «d §. g. ia aeqfsatione-: 

(i-x)" =: I- ^7(x + "5»;c* — "Cx^ + "Dj^— . .... 
valorcs eosdem poffe tribiii exponenti tt,qui ei in aequatione log.nat.(l— x)* 
=: log.nat. (i— :v) dari px>(nDt. laim videamus, utriiiiiiiaec aequa.tio logarith.* 
morum omnes valores^xponentis u admittat« aa aiiquos excTudat. 

I. Coa- 

*) Pofbimos ^ > p, erco HPgl = (af p) (qip>0 . . (qiP- P f . q (s-D > . (pm) ^ (q4P).(q^P-i ) . . Wi} 

' ^ ^ ^ » •* P <P+0.(P*2)..q. I . a...p f 

qt*!© = Cq»P)(q^-P-l )-.tqft) ^^ ^^ •q-iq) - J!:' (-q-'0.(-q-2 ).( -q>;)..(>q «p) -. + ( qfp).(qfp->)..(q|t) 
'^ i.»....p '^. i.a«|...p l.»...pf 

ubi fuperiora, vel inieriora (ignt valetiti pro paricatey vel imparitate naineri ^, 
ergo ^*PA = ^+^ip = ;!i -*»-*». 
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I. CbnftatjLogarithmosnattrraTescffe exponentcs numeri ^=2,71? 281 8284.,., 
^uem bftfin lyfteraatis horum logarithmorum voeant, eamc]^ue ob rem eSe 

ct log.Ci-JC^m'^: ii-Iog^iuit.(i.*) 

nbi m = « delTgnat numerum quemlibet rationarera poiitivumv fi^ve nega* 
tivum, integrum> iive fractum» Sed exponenti fi non modo rat!onales> fed 
etiam irrationales et imagtnarios valores tribui poffe et analogia fuadet et 
feqttentia afiirjnahuat. 

II. Quia numerus irrattonatis quitibet per feriem infiixitam exprimi poteft,, 
^raebeat nobi^ exempluni feries ; . ^ 

cuius valor folet eflfe irrationalis ^ ficuti aliarum ferierum trigono- 
metricarum* 

ergo log» (i-jp)^of-» = Iog.(i-A;) +Iog.(i-:v) »•*+ log. (i-Jc) '•*-3-4 . . ; • 

=: Cof. fi log. (i-:v) , 

quo ezempto, cum fimilia ratiocinia ad numeros irrationales omnes perti- 
neapt , cxponeittis u irrationalem elTe pofie valorem , oflenditur. 

III. Logarithmorum ratio pofcit, ut log. n.y^ "* factorem habeat =: log^n. y, 
nullus enim, ii hoc neges, erit nexus inter logarithmos buius aliarumque 
potentiarum quantitatis y , praeterea cundem logarithmum factorenl imagi- 
mrium complecti oportet, nifi numero reali et imaginario idem competat 
logarithmus. Itaque licebit poni 

. l«g.r " = (fl-f*/"-!) fog.y, . 
iibi fl et 6 fignificant quantitates reales, ct^a+A/"-*!) cuiu^cunque factoris 
imaginarii vicem fuftinet, quod ad hanc fbrmani numerum imaginarium 
q[uemlibet pofle revocari) TaurfiLHOFSvs ( ^fqngsgrtindi der Analyjis endlu 

cher . 
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iher Grofsen i*j6g^ §• €^0.) aliique oftenderant , de qua re videatur KaeSt- 
KERvs (Anfangsgriinde der Analyfis eadUcAer Grofsen /^y^. /wg. 17 jj* 

Hinc fequitur, ut fit: 

= ;i(^/-OIog. ntt.y I 

ubl, exponentibus literae y ibter fe comparatis, deprehendimus 
^-i s= fl+6/*— I, crgo (i— A)/"—! = n, et a = o, quia numerut 
reatiSy. qualem a poXuimus, nullus ae^uare poteft imaginarium , et ex eadem 
hypothefi a imaginarius effe numcrus non debet« It^que cft (i-^)/*— i = o 
et I — & = o et 6=1. Deniquc, valoribus literarum n, *, fubftitutis, 
invenitur log.nat. yv-* xr (a+fr/l-i); log. nat. y s=r /*_i iog. naty, 
et quia omnis imagtnaria quantitas ad formam m + n /"^i rcditi 
log. riat. y*»*"/-* = log. nat,y°' + log.natj^-" = (m-f»/*-^!) log^naty, 
quibus, pofito y = (i— x), patet, exponentefn u in ae^^uatioae 

log^nat (i — «)" = tflog. nat4'i-mif 
vel imaginarium habere poITe valorem. 
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